(> wartościach funkcyi analitycznej 


na okręgach spółśrodkowych 


z kołem zbieżności jej elementu 
napisał 


Józef Puzyna. 


GK — 


Poszukiwania, które w tej rozprawie podaję, dzielą się na dwie 
kategorye. Pierwsze z nich prowadzą do twierdzeń arytmetycznych o war- 
tościach funkcyi analitycznej [ Rozdz. I], drugie mieszczą już w sobie 
pojęcie ciągłości takiejże funkcyi [ Rozdz. II]. Tak jedne, jak drugie 
mają za punkt wyjścia: analityczne wyrażenie średniej aryt- 
metycznej z wartości, jakie dana funkcya przybiera 
w wierzchołkach foremnego m- boku, którego środek 
schodzi się ze środkiem koła zbieżności (R) elementu, 
P(r—xsx,) rozważanej funkcyi. 

Te rozważania ustanawiają związek między samym danym szere- 
giem a szeregiem na który się składaja wszystkie wyrazy o wykładni- 
kach = 0 (mod. m). Przytem okazuje się, że do wyznaczenia wspomnianej 
średniej arytmetycznej w samem kole (R) wystarcza zawsze już sam- 
dany szereg. Lecz w niektórych przypadkach, które tu wyszczególni- 
my, określa sam szereg potęgowy bez swych przeprowadzań 
także średnie arytmetyczne funkeyi przezeń określonej i poza kołem 
swojej zbieżności. W niektórych przypadkach będzie można znowu 
z wartości funkcyi w m wierzchołkach m- boku wnioskować o wartości 
funkcyi w środku tego m- boku. Przypomina to twierdzenie Cauchy'egq 
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o zależności funkcyi jednoznacznej wewnatrz danego zamkniętego kon- 
turu od wszystkich wartości funkcyi na samymże konturze. 

Kładąc m = œ, przechodzimy z m- boku foremnego do koła, 
a z twierdzeń arytmetycznych do twierdzeń, w których się już uwzglę- 
dnia ciągłość wartości funkcyi na tem kole. Tożsamość sumy pozo- 
stałości (restdduów ) funkcyi jednoznacznej w danym konturze z całką 
zamkniętą tego konturu jest tu tylko granicznym przypadkiem form 
arytmetycznych. Taki kontur jest tu okręgiem spółśrodkowym (r) > (R) 
z kołem zbieżności (R) danego szeregu. I w tym właśnie przypadku 
otrzymujemy tu określenie sumy pozostałości (residua) we wnętrzu 
takiego koła inne od tych, jakie dotychezas znane są w analizie. Ta 
definicya ważna będzie może z tego powodu, że określa tę sumę pe- 
wnym (granicznym) wyrazem, który ma swój początek wyłącznie w sa- 
mym szeregu danym (Roz. II, $. 14). 

Taki sam wyraz w dziedzinie funkcyj wieloznacznych jest prze- 
dewszystkiem nieskończenie wielowartościowym i jest sumą całek okrą- 
żających punkty wielokrotne szczególne, zawarte we wnętrzu koła (r). 
Lecz równem prawem przedstawić go można w kształcie sumy całek 
obliczanych — po oddzielnych łukach składających całe koło (r)—w ten 
sposób, że na poszczególnych łukach tego koła wartości funkeyi z jej 
różnych gałęzi sumować trzeba. 


W teoryi funkcyj analitycznych używa Weierstrass bardzo 
często nierówności 


(2) ; |a? | |a—a, |è < 9; = 0, 1, Żyw: , 


w której po lewej stronie mamy bezwzględną wartość wyrazu danego 
szeregu, po prawej zaś ilość g jest największą z bezwzględnych war- 
tości tegoż szeregu wzięta na kole (r) < (R). Do tej nierówności do- 
chodzę również z twierdzeń arytmetycznych, w których rozważam 
największa z bezwzględnych wartości funkcyi w wierzchołkach m - 
boku foremnego. Badam potem, jak się takie arytmetyczne związki 
i nierówność («) daja przenieść jeszcze poza koło zbieżności szeregu. 
I tu znowu pozostałości funkceyi jednoznacznej, a zamknięte całki 
funkcyi wieloznacznej w ścisłym pozostają związku z wartością g na 
kole (r) > (R). Przy tej sposobności odszezególniam te przypadki, w któ- 
rych się związek («) przenosi wprost bez żadnej zmiany poza 


koło (R). 
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ROZDZIAŁ I. 
$. 1. Uwagi wstępne. 


W poszukiwaniach moich opierać się będę na następujących po- 
wszechnie znanych prawdach : 
1) Gdy e,, €, ;..., Em- Sa pierwiastkami równania z*—1—=0, to 


4 Fa Fóź +... Fm. 35m, (a) 
gdzie s = O (mod. m) bez różnicy, czy s > 0, czy < 0; w każdym 
innym przypadku (s całkowite) jest suma (a) zerem. 

2) Gdy e jest jednym z pierwotnych pierwiastków równania 
4" —1=0, x nieograniczoną zmienną urojoną, z, liczbą stałą, a (x—2,)= 
a--bi=q daje punkt z =Ś, na płaszczyźnie argumentu z, to równania: 


(x — %)=9g 


(8025 ©) = ge solat == ay 
(© a ege =(2— ż)e (b) 
(27 9— g)=qe"'= (© — m) e 
dają na płaszczyźnie argumentu z m punktów: 
S, ; Ñ, > Bo lE Ba (e) 


wyznaczonych liczbami: 


0=1,+g, W=a, ge, ©' =, ge" ,..., D — a, -hge"" 
spełniającemi równania (b). 

Punkty (e) połączone ze soba prostemi w porządku (e) utworzą 
m - bok foremny o środku z. 

Taki wielobok nazywam wielobokiem, należącym mod. m do 
punktu c=5,, a jego wierzchołki (e) punktami należacymi mod. w 
do punktu 5,. 

Przytem punkty (c) można wziąć za należące mod. m do którego- 
kolwiek z tych punktów. 

3) W skutek tożsamości (b) mamy zawsze 

fl — a,)et] = Fab a), 
co znaczy: wartość funkeyi o («0)= f (ce — æ) w punkcie x = Ś, prze- 
chodzi na jej wartość o(x'* w punkcie S„, kiedy się w niej za z—a, 
położy (z—z,)sh, u = 1, 2,8,..., m—1, 


Rozprawy mat.-przyr. T. XXVI. 40 
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Funkcye: 
f (c—z,) , f [ (=z) e] VEAL s [ (c—z,) i | 
są więc wartościami 
p(c) p(c')..... , p(w=") 
tej samej funkcyi ọ (x) w punktach (e) należących mod. m do punktu 
s= Ñ,- 


vw{vwvwvvwvvvvvvvvvvv 


$. 2. 0 szeregu wydzielonym mod. m. 


Po tych uwagach weżmy szereg potęgowy 
P (x—u,) = Q, | a, (© — z, )-+- a, (2—2)? + arii 


es) 


(1) = ) a (z— 2) 


zbieżny w zakresie |« — a, |< R, a więc w kole (E) o środku a, 
i obierzmy dodatną, całkowitą, zresztą dowolna, liczbę m > 1. 
Wydzielmy z szeregu (1) wszystkie wyrazy ay (z — 2, )A o wy- 
kładnikach X su (mod. m), gdzie u. jest liczba dodatną, całkowita, 
mniejszą niż m. Tedy te wyrazy dodane do siebie utworzą szereg 


ay (£--1,)P F apin (B—2,)**" + Gy jam (GAM JP a a 
"a (c— z, )* [ a, T Om (X—2, ) dy 42m (0—2,)"+- sa] 
ca (m—a,)* Ta ((1—%,) ) ) 
a gdy liczbie p. nadawać będziemy kolejno wartości 0, 1, 2,....,m— 1, 
będziemy mogli położyć 
P (x =T, ) = 
(2) $, ((x—1,)")+- (x—z,) WB, ((w=x,)*)+- (d—xr,)* B, ((2— ©,)") E 
A WE + (2—2) Ru: ( (1—2,)"). 


W tem równaniu niech «=Ś, będzie miejscem dowolnem, różnem 
od «,, obranem wewnatrz koła (R) tak, że | t—a,|=r < R. Wstawmy 
dalej w (2) zamiast (x—2,) kolejno: 

(c—a,) , (c—x,)e, (c—1,)e*, neira (1—z,) 6" , 
gdzie e jest jednym z pierwotnych pierwiastków równania z” — 1 = 0, 
tedy przez to — według uwagi 3-ciej $-fu 1go — dostaniemy po lewej 
stronie wartości szeregu 3 (r—x,) na m miejscach (e) należących mod. m 
do punktu &,. Dodawszy zaś te wartości, otrzymamy : 
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P (2—e,) + P ( (1—2,)8) + P ( (6—2e,)e") + -.. + P (lea) e" ') 


= m. $, (6—2))+ Y (2—w)t. Py((c—2)") [1H Hee]. (8) 
p= 
Gdy u. jest liczbą pierwsza względem m, to sł =e,, jest znowu 
pierwotnym pierwiastkiem równania 23*—1=0 i wtedy mamy 


1+e* e" +. e" =]1+6 +e-+..-|-e"*=0. 

Gdy w» i m maja największy wspólny dzielnik m,, tak, że 
u. =vm,, a v jest już pierwszem względem m, to mamy 

1+s* e" + ,.. +e" 9 =lI+e'": + 8777: + ... +69; 


eY =s, jest znowu pierwotnym pierwiastkiem równania z* —1=0 
a w skutek tego będzie 


1--e* + s"... pene = 1 + s”: + (e:)”%r + ... + (em *)"4. 
Że zaś jest m, <m, przeto ta suma, — według uwagi 1- szej 
$. 1go, — jest zerem. 


W skutek tego równanie (5) otrzyma postać 


md, i atta | a AAE A m. laik 


P (2—2,)") = . (4) 


Połóżmy — gdy z = S, — 
P (1—1,)= W, P ((r—x,)e) — FE; e. 5 B ((r—a«,)e""") = Wans > 
o mamy 
RB ((1—1,)")=s, nij W+ W, R W, + SiE Wai i (D 


m 


a stad twierdzenie: 
Gdy z danego szeregu P(x—x,) o kole zbieżności (R) 
wydzielimy szereg 


Po ((6—2,)") = a + a„(1—2,)" F am(0—2,)" +...) 
którego wykładniki sa wielokrotnościami obranej liczby 
m (ezyli wydzielimy szereg mod. m), to szereg ten na 
miejscu x =5, obranem wewnatrz (R) przedstawia śre- 
dnia arytmetyczna wartości szeregu $B(r—x,) w punktach 
należacych mod. m do miejsca + =Ś,. Przytem wartości 
szeregu J,((r1—12,)”) są jednakowe na miejscach Ś,,Ś,, 5,,... 


| BABE 
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$. 3. Szereg potęgowy %, ((c—az,)”) o zakresie zbieżności 
większym (2). 


Niech teraz w równaniu (4) s nie oznacza obranego punktu Ś, 
ale niech zmienia się dowolnie wewnątrz koła (R). Szereg R, ((z—2,)”) 
przedstawia wtedy sumę 


(5) P (c—z,) żę B ((z—z,) ga AT" LR ((r—z,) m) 


m m m 


m szeregów potęgowych postępujących podług argumentu (x—%,) i jest 
niezawodnie zbieżnym w kole (R), gdyż szeregi (5) maja wszystkie 
ten sam zakres zbieżności (R). Nie idzie jednak za tem, aby koło (R) 
było prawdziwym zakresem zbieżności tego szeregu. Owszem zdarzyć 
się może, że F, ((r—2x,)”) okaże się zbieżnym dla wszelkich 2 spełnia- 
jących nierówność 


| c—2, | <R 


gdzie R' > R. Kiedy i przy jakich m może zajść ten przypadek, roz- 
bierzemy z ogólnego stanowiska przy końcu tego rozdziału ($. 10). Tu- 
taj przyjmując z góry, że mamy R' > R, zastanowimy się nad następ- 
stwami tego założenia. 

Przedewszystkiem zauważymy: Gdy przy pewnem m mamy 
koło (R') szeregu f,((1—z,)"”) większe niż (R), to takich sze- 
regów wydzielonych o kole (£) mamy nieskończenie wie- 
le; każdy bowiem szereg %, ((z—2,)”"),[q całkowite, doda- 
tne], jest niezawodnie zbieżny w kole (R')będac wydzielo- 
nym mod. gm ze szeregu Ff, ((1—2,)"). 

Niech P (1—x,) ma na obwodzie koła (R) punkty szczególne 7,, 
Cos Tase >+ takie, że żadne dwa promienie a, 7,, z, 7”,, z, 7”,,... 
nie tworza ze soba kąta będącego wielokrotnościa a 

Przechodzac w sumie (5) wyraz po wyrazie, znajdziemy tam szcze- 
gólne punkty 


(æ) E E F SLA 
(E) i: bbc Z fan, 1 60, wa T 
(y) ES +28 BA "PALĘ RY Li 
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tworzące grupami (a), (B), (y), .... punkty mod. m należące do 75, 
0? LE AREA 
Lecz suma (5) daje szereg P, ((c—2,)”) zbieżny w kole (f') > (R), 
przeto jest jeszcze na obwodzie koła (R) i poza kołem (R) [w pierście- 
niu (R'—R)] wszędzie skończoną i oznaczoną. Stąd wynika, że do grupy 
punktów szczególnych (x) dołączyć trzeba jeszcze inne 


m: ean OE rr 473 U, (x) 
| ASD FO 20 TESTOW («'') 
mod. m należące do U,, V,,.... w ten sposób, że gdy zp, «,, ozna- 
czaja liezby 0, 1, 2,..., m—1 w pewnem uporządkowaniu, to punkty 


szczególne (Tp, Uso, Varp, =) schodza się na jeden punkt 7,, a przy 
tem są tej natury, że znoszą się z sobą i daja w otoczeniach punktów 
T,,p=0, 1, 2,..., m—1 sumę (5) skończoną i oznaczoną. 

Podobnie do grupy (5) dołączyć trzeba kilka grup (5), (8'),... 
z grupą (5) identycznych; a toż samo i grup dalszych (y),... doty- 
czyć musi. 

Wynik ten możemy tak streścić: 

Gdy szereg potęgowy T(x-2,) posiada na obwodzie 
swego koła zbieżności (h) punkty szczególne 7,, 75, Ty 
a żaden z kątów 7,a, 7”,,.... nie wynosi wielokrotności 
2 to aby z tego szeregu wydzielić było można szereg 


P, (@—x,)") o kole zbieżności (R) > (R), jest koniecznym, 


ale nie dostatecznym jeszcze warunkiem, aby się w ukła- 
dach punktów 


a PA LÓDZ T 
(Tos Tiree Ta) 


(Taa E E SG) 


mod. m do 7,, 7, 7,,.... należących, znajdywało po kilka 
punktów osobliwych danego szeregu. 

Wyjdźmy poza koło (R). W punktach pierścienia (7 — h) nie mają 
wprawdzie pojedyncze wyrazy (5) wcale znaczenia, lecz wykonana suma 
jest tam już i skończoną i oznaczoną= %, ((c—z,)”). Stąd wynika, że 
jeżeli $ (z—z,) jest elementem funkeyi analitycznej posiadającej (R — 2) 
punkta szczególne, to te na kołach (R”) współśrodkowych z (Œ), a mie- 
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szezących się w (R'—R) tak pod względem położenia jak i oddziaływa- 
nia na skończoność sumy są takie, jak punkta szczególne na obwodzie 
(R), a wykonanie sumy (5) jest tu niejako pewnym rodzajem jej prze- 
prowadzania w ten sposób, że się koło (R) zmienia na (R). 


UNNNNNNONNY 


$. 4. Określenie dróg przystających. 


Ale rozważmy równanie 


_Ba-a)+R (0-2) e): HR (2-2) e") 


m 


(6) P, ((c—z,)") 


w punktach « leżących w obszarze 
(0) R<|a—a|<R 


jeszcze przed wykonaniem sumy po prawej stronie. Obierzmy 
w tym obszarze dowolny punkt Ś,, który naprzód zakładamy jako nie- 
szczególny funkcyi analitycznej określonej elementem Œ (c—2z,). 

Szeregu 4, ((r—2,)") nie mamy potrzeby przeprowadzać do pun- 
ktu 6,, gdyż punkt ten leży w zakresie zbieżności tego szeregu. 

Prawą stronę równania (6) uważajmy ciągle jeszeze za funkcya 
jednego argumentu (x1— z, ). 

Przeprowadzajac ją, a więc każdy jej wyraz do otoczenia punktu 
S, po drodze 


©, £,+0,, ©, +, . .. ., ©y--ay, ©, HIEN, 
możemy to przeprowadzenie pojedynczych wyrazów do Ś, uważać za 
przeprowadzenie jednego danego szeregu R (x—z,) 


y 

po drodze s, =£, 4%+4%,,..,%,+a,, 2x--q=8, do punktu Ś, 

SEA 8, 2%, E E R a a A Z gqe=B, ', s Š; 
2 2 2 

MARE, S =T, Wt4E)..,0%,+ayE”, QE ="Ś, y n S, 

"i Sai BB Ty; ©; HAS" "1,0, OYE" *,. M Hge" F=ES„x, dO Pe: Say 
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gdzie droga s, k=l, 2,3,...,m—l 
jest droga s, o kat cał, obróconą 


(fig. 1; m=6) 

Drogi s,, 8,, $$, ...,8„-, nazywać 
będziemy krótko przystającemi. 

Gdy po przeprowadzeniu równania 
(6) po drodze s, do punktu &,, poło- 
żymy w niem % = Ś5, to będziemy mo- 
gli na podstawie dopiero co zrobionej 
uwagi w miejsce zwiazku 


, (a—2,)"). = P (1—7r,|... 8,)+-.. an (G—27, |... An] a z 


o 


położyć 


T) N E 


gdzie W,, W,,..., Wm- sa wartościami funkeyi określonej szeregiem 
%B (cw—z,) w punktach Ś,, $,,..., Sm- należacych mod. m do Ś, a le- 
żacych już w obszarze (7). Atoli przy tem zastrzegamy, że 
owe W, W,,..., Wn są otrzymane z przeprowadzeń po 
drogach przystajacych. (Ten warunek odpada, gdy mamy do 
czynięnia z funkcya jednoznaczna). 

Wskutek tego, że koło zbieżności (R') szeregu FT, ((c—xz,)") jest 
większe niż (R), będzie można równanie I” nawet wtedy zatrzymać, 
kiedy S, jest punktem szczególnym funkcyi o elemencie XV (r—2,) z ta 
jednak uwaga, że wtedy kilka Wy może tam być bez znaczenia, a ich 
wyrazy nie mające analitycznego znaczenia zawsze znosić się będą. 


NI 


$. 5. Średnia arytmetyczna wartości fankcyi wieloznacznej. 


Ponieważ wcale nie zakładamy jednoznaczności funkcyi określonej 
elementem BP (c—x,), przeto musimy dla ogólności przyjąć, że zmie- 
niająe drogi 8,, 8,, . » ., Say- - « 8m-„ NA inne przystające 8, 8/,,... Smir 
prowadzące do tych samych punktów Ś,, Ś,, ..., S„-, możemy tam 
dostać inne wartości funkcyi n. p. wartości W, W,,..., We. 

Mimo tego, z powodu że R > R i że punkty 5,,Ś,,..., Smi 
mieszczą się w pierścieniu (7) mamy i tutaj 
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W/W, +.. W'a 


m 


T) R, (6—2,)")-2, 


Niektóre z tych W’) mogą być teżsame z odpowiedniemi W}. 

Podobnież, gdy punkta Ś,, Ś,,..., Sm- leża jeszcze wewnątrz 
koła zbieżności (Œ), a do nich raz drogami s,, s,,. . ., Sm- mieszczące- 
mi się całkowicie w (Æ), drugi raz drogami s, s',,...,s„_,, wychodza- 
cemi już poza (F), dochodzić będziemy, możemy i w tem kole (R) do- 
stać raz związek (I), drugi raz związek (I”). Mamy więc twierdzenie: 

Kiedy (%)> (R), a wewnątrz(R)obierzemy dowolny 
punkt 5, iobliezymy wartości funkcyi określonej ele- 
mentem $(r—x,) w punktach S,, Ś,,...,8,., (należacych 
mod. m do S), dochodząc do nich po jakichkolwiek dro- 
gach przystających, to na średnią arytmetyczną owych 
wartości dostaniemy zawsze %% ((c—x,)”),_g,. 

Niech n. p. przy z,=0 dany będzie szereg potęgowy 


4 a5 gti q12 


m DAL BU 5-27 
UO rpg tgcwycy Tged p zj tia t Te 


zbieżny w kole (R)=(1). 
P (œ) jest widocznie elementem analitycznej (wieloznacznej) funkcyi 


1 
f (x) warm tg A 


a wydzielając z niego szereg potęgowy mod. 4 dostajemy: 
1 
B EID HDO H o T 
o kóle zbieżności (R)=(4). 
Mamy tu więc (£) > (B), a stad wynika, że gdy tylko takie obie- 
rzemy, że jest |x| < 4, punkty 
1=6, z1t1=5,, -t= —tt=S$, 
należące mod. m do 5, leżą wszystkie w kole (R)=(4), a zwiazek 


(8) _1_ _Jd-J (mf (—2)1/ (—mt) 
1—G)' 4 


będzie prawdziwym po jakichkolwiek przystajacych drogach dochodzi- 
my do wartosci J (1)= W, J (11)= W,, PA 1) = W, J 7u)= W. 
Połóżmy cw=2, to wtedy będzie ! 


GAA.8,E SB 22 0. 
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Przyjmijmy, że do tych miejse dochodzimy przystajacemi drogami 
Sos 8,, 8,, S, takiemi, że s, jest półkręgiem koła biegnacym nad odcin- 
kiem (0.... +2) i ma ten od- 
cinek za średnicę (fig. 2). W ta- 
kim razie, gdy kąt ọ zmienia 
się od O do z, możemy te drogi 
w ten sposób przedstawić: 


L- +1—l1.e?' 


6,.... += e777 
ę è E e ©) 
$,....—1+t e 7 


Posługując się dalej wzorem 


1+ zt 


are t PERI 
PRF" T 


4 = ŻY 
Fig. 2. i używając dróg (9), dostajemy : 
SA = -y + 5 log R 
f(23%)=W, = Że + ea log zm IG -5- F log 3 
Aam a 1? gal 2 
f(-80= Wim tne "am — rzy Tay 08 a 
= TUF + 3;l0g.3+- 


Użyjmy przeciwnie dróg s,, 8,, 8,, 8, takich, że droga s, jest półkrę- 
giem koła biegnącym pod odcinkiem (0.... +2) i ma ten odcinek za 
średnicę (fig. 2), to mamy wtedy: 


| WY CENNE SDE lua 
ery 


, 


: Śkie WEZ, PP ERA 
(8) P RE E EET K ( ) 
8;-.-.. Eae 
i 
W, = W, 
W, =W,-+z 
W,=W, 
W, =W,—G 
Rozprawy matem,-przyr, T. XXVI, 41 
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W obydwu jednak razach mamy: 
1 _16_W,+W,+W,+W,_ W/+W/+W/+-W, 
1-07) 16. 4 $ * ETTE 


a więc zwiazek (8) czy to za użyciem dróg (9) czy (9') sprawdzony. 


NOOGOGOLGOUONONOYO" 


$. 6. Szczególne przypadki wydzielonego szeregu. 


Zajmijmy się teraz własnościami wydzielonego szeregu 4i,((1—2,)”) 
w pewnych uwagi godnych przypadkach. 

4) W szczególności może być wydzielony szereg %, ((c— z, )") 
funkcya całkowitą wymierną lub całkowita przestępna. Wtedy widocznie 
funkcya analityczna f(x) określona elementem P (0—a,) posiada wła- 
sność wyrażona równaniem I (lub równaniami I, I”) na całej pła- 
szczyźnie argumentu 7%, to znaczy: ze względu na punkty Ś,, Ś,, Ś,,...,S,_, 
Jeżace na dowolnie wielkiem kole o środku z,. 

B). Przyjmijmy, że dany szereg ‘P (r—a,) nie posiada wcale wy- 
razów o wykładnikach A = O (mod. m) prócz wolnego wyrazu a, =f (x,). 


Wtedy, — gdy w równaniu I właśnie tej liczby m użyjemy, — mieć 
będziemy : | 

W, +W,+ ... +Wm_; 
(la) a, =f(a,) = — 
gdzie W,, W,,..., Wm- są wartości funkcyi f(x) w punktach 55, 
S,,.. ., Sm leżących na dowolnem kole o środku z,. 


W miejsce m można tu użyć także liczby gm (q = 2, 3, 4,....) 
tak, że równocześnie ze związkiem (la) istnieje jeszcze związek 
(15) a,=f(x,)= EE RE 
o Sa, Ś,,..., Sm- branych na dowolnem kole o środku 2,. 

C). Gdy szereg potęgowy %(x—xo) posiada wykładniki A=0 
(mod. m) tylko do skończonej granicy 

(t—1).m,, 

(4—1) całkowite dodatne, to używając tu liczby m=gqm, q =t, t+1, 
t+2,.... mamy i tu 


WEW, TE. ŁWiaaa 
a, =f(2) R "EEEE 


przy S,, Ś,,. .., Sm- branych na dowolnem kole o środku 2,. 
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Stała f(x,) można zatem w przypadkach B) i Č) nazwać nie- 
zmiennikiem funkcyi f(x) w punkcie s, ze względu na ruchomy system 
punktów 8,, Si, .. - Sm i wartości liczby m brane w dozwolonych gra- 
nicach. 

D). Przyjmijmy, że szereg B(z—x,) nie posiada wprawdzie wła- 
sności B) i ©), ale że już iloczyn (x—xr,), ©B(w—a,) posiada jedną 
z tych własności. Wtedy, ponieważ (x—x,), F(r—x,) ma wolny wyraz 
= 0, dostajemy na niezmiennik funkcyi analitycznej (%— x, ), f(x) w punk- 
cie x, wartość = 0. 


Niech będzie f(x) całkowitą wymierna funkcyą n-go stopnia 
f ()=a,+axc+a,c"+ ... +aa". 
Po przeprowadzeniu jej do otoczenia miejsca z, otrzymamy: 


FEFE), (6-m)+a, (6-c)'+... +a, (cc). 


Obierzmy m >> n, to rozwinięcie (10) prócz wyrazu wolnego /(z,) nie 
posiada już zreszta żadnych wyrazów o wykładnikach ^ = 0 (mod. m), 
a stąd według B) otrzymamy: 


PJZTAATODC: PAS: 


m 


to zn: 


Gdy na płaszczyźnie argumentu z funkcyi wymier- 
nej całkowitej /(x) stopnia ngo narysujemy wielo- 
bok foremny taki, że liczba jego boków m przewyższa 
stopień m, to średniaarytmetyczna wartości funkcyi 
w wierzchołkach Ś,,4,,...ŚS,,tego wieloboku równa 
się wartości funkcyi w środku tego wieloboku. 


Taśredniaarytmetyczna będzie miała wartość 
zero, gdy środek wieloboku jest zarazem punktem 
pierwiastkowym funkeyi 


Kiedy m=n, to zawsze będzie: 


BACA) NEC? (1—2,)'].-s, ROSE GRAC: 


Gdy w szczególności 


J (0)=a, + at” 
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a æ, obierzemy w punkcie x=0O, to, biorąc m >n lub takie, że żadna 
jego wielokrotność nie jest = n, mieć będziemy 


CAERA AC 


m 


PAAA AAAA NAN A 


§. 7. O wartościach przeprowadzeń szeregu %, ((x—25)”) 
w pimktach*5,, S,,.. . Daa 


Przyjawszy (R') >(R) i skończone, rozważmy teraz związek I poza 
kołem (2). 

Obierajac S$, poza kołem (R') przeprowadźmy R, ((%—z,)”) po pe- 
wnej obranej drodze s, do otoczenia tego punktu; zakładamy przytem, 
że Šo nie jest punktem szczególnym, 

W 5, niech ma ten szereg wartość W (S,);, a że jest tożsamo- 
ściowo : 

p LA (1—zro)") =P, (1—2, )" e")= aia =P, ((c—a,) Er "), 
a przeprowadzenie szeregu 3, ((z—2,)"e*") po drodze s, do punktu 5, 
jest przeprowadzeniem szeregu Ń, ((c—z,)”) po drodze s, przystającej 
Z 8, do S, (k=1, 2, 3,...m—1), więc stąd wnosimy: 

Przeprowadzenia wydzielonego szeregu %, ((1—x2,)") 
do punktów Ś,,4,,58,,..., Sm leżacych po za jego kołem 
zbieżności (R) dokonane drogami przystającemi 5,, s,, s,,... 
8„-. maja w tych punktach jednę i tę sama wartość W(Ś,),; 
a kiedy W,,g, Wg». -- Wn-s.8,_, Sa wartości, jakie funkcya 
f(x) określona elementem ¥ (z—z,) w punktach 5,, 4,,...,S,_, 


po drogach s,, s,,...s„_, dostaje, to mamy związek 
W, W,, . + Wp 'm—1 
(I”) W(Ś,)s, = 18, = , 8 3 


Lecz zauważyć tu trzeba, że zmieniając drogę s, na inna s, prowa- 
dzaca również do punktu S$, możemy z M, ((1—2,)”) dostać wartość 
W (8,)s, różną od wartości W (S,)s,, tak, że w owalu zamkniętym 
drogami s,, s, leży widocznie wielokrotny punkt szczególny 7, funkeyi 
określonej szeregiem , ((1—z,)”). Wtedy przeprowadzenie szeregu 
R, ((c—a,)”) po drogach s,, S, (k=1, 2,...m—1) dają również w punk- 
cie S, dwie różniące się wartości W (S,)s, i W(5,)s',, a stad wynika, 
że punkt wielokrotny 7, pociaga za soba cały układ punktów 


ek eN 
należących mod. m do 7, posiadajacych ten sam rodzaj szczególności. 
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Odpowiednio do dróg s,, 8,,..., 8„_, dostaniemy tu związek od- 


mienny od I”, a mianowicie: 


W „kWogtow ao 
By o dredy m M PA o Ain 


m 
gdzie wartość LATE: funkcyi f (x) w punkcie S, jest w ogólności różna 
od LP 

Wreszcie nadmienić tu jeszcze trzeba, że kiedy (R) = (R), 
a (x — x) posiada z punktów szczególnych jakiehkol- 
wiek I 7,,... 75% tak położonych, że żaden z kątów 
SAI O N a MU A T Fo by ZE SOSIE OB OR EE mod RO 


A Aia A . 
nie wynosi wielokrotności —, to szereg wydzielony 
m 


R, ((z—m,)”) posiada koniecznie «am punktów szeze- 
gólnych: 


e: E - PRAWA: 03 
"+ Ad a 
/ wd <A 3 


| LURE i OTOK 2 


należących mod. m do odpowiednich punktów 75, 7,,... 
T”. Ta uwaga wynika wprost z wyznaczenia szczególnych punktów 
w poszczególnych wyrazach sumy (5). 
Stosownie do powyższych uwag rozważmy szereg potęgowy 
a? a xt 


$ JE FPS z <= iP = 
N (z) = z y t7 4 *''"* log (1 + x). 


Ma on koło „zbieżności (7%) = (1) i jedyny punkt szczególny (wie- 
lokrotny) æ = ~= T= T}. 
Biorąc m = 2n, czyli liczbę parzysta , mamy 
WE x” 4 Hi msz i Z nb 
dn dn 6n A 00 6 


(10) P, (e") = 


Szereg ten jest znowu zbieżny w kole (R) =(R)=(1) i ma 2n 
punktów szczególnych: 


ai R; m (2u—1) zri 
(a) J;=—1L See e ae cy bę a N E 
należących widocznie mod. 2n do punktu 7, = — 1. 
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Poza kołem (R') obierzmy punkta: 


20i 27i 27i 
"e |, (2n—1) = 


W Biąfżwe  WOWWDNONE2.0 
i obliczmy wartości funkcyi log (1 + ©) w tych punktach, dochodzące 
do nich naprzód drogami przystajacemi do drogi 


8, = PE pw 243 p=(0... n). 
Wartości te będa: 


27ki Tki 


W, „= log [1+ e" (1—e™)]= log(1+2e ), 
EA bee E S A 


Gdy zaś celem obliczenia wartości log (1+x) na miejscach (b) 
użyjemy dróg przystajacych do drogi 


ot 


s;=1—l.e ,9=(0...r), 
to mieć będziemy : 


W,,:* =log[1+e" ae )] 
Tki 
= log e” ™ [1+ e (1— 8 .)] 


Tki 
= log WSE BIE a (1— e” )] 
Tt ki 
EE ABE 


Przytem użyć trzeba / = O dla tych h dróg s,, które razem z s 
otaczaja punkt z = — 1. 


2(1—1;7i 


= log e 


Dla wszelkich innych pozostałych dróg użyć trzeba Z = 1. Ilość h 
kół (s, s.) mieszczacych w sobie punkt z= —1 będzie taka, ile punktów 
(a) zawrze w sobie koło o promieniu = 1 zatoczone z punktu «= — 1. 
Gdy przypadkowo dwa z takich kół przechodzi właśnie przez punkt 
c=—1, to albo i te do owych h kół zaliczymy, albo liczbę h o dwie 
jednostki pomniejszymy. 

W skutek tego mamy: 


Tki 


W, am ee AEAN, 


k 


gdzie według potrzeby q = 0, lub = 1. 
Według tych uwag położywszy teraz : 
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ah. + W, s i + e > Wiii s 1 
W 7 1 ? 2n—l __92n 
(A) Pn "m eara 
U 0 s, m LŚ *, F s F Wisi, „77 2hmi 1 
BE i A 0, łe BRC 


Te same średnie arytmetyczne dostaniemy z wydzielonego szeregu 
(10). Oznaczmy go na chwilę przez u, to mamy: 


AARATI ELS 
dx 


—_ A 


a stad: 


SKA 2 A log (1— 2*"). 


Przeprowadzajae tę funkcyę po drodze s, do S,=2, otrzymamy 
na jej wartość w tym punkcie: 
1 
2n 
a więc średnia arytmetyczna (A). Gdy przeciwnie użyjemy drogi s, i za- 
uważymy, że koło (s, s,) zawiera właśnie h punktów szczególnych (a) 
szeregu (10), to mieć będziemy: 


W(Ś,), = log [1—(1—e*')*" ] => log (1—2*"), 
0 AM 


2hri 1 
W (5;)., ZY si + 2n log (1 me 


a więc średnia arytmetyczną (B). 


8.8. O największej bezwzględnej wartości mod. m. 


Wracajac do ogólnej teoryi, ze zwiazku (I) mamy oczywistą re- 
lacya: 


(II) | B((0—2,)").-., | < | WIEIW.|-F -- + Wan i 
m 


gdy zaś z wartości |W,|, |W,|, ..., | W„_,| największa, oznaczymy 
przez Œ, to mamy: 


(UT) |P, (6-e,)")._; | £ G. 
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To znaczy: Bezwzględna wartość wydzielonego szere- 
gu mod. m w punkcie S, zawartym w kole (B), nie jest ni- 
gdy większa od największej z bezwzględnych wartości 
funkcyi f(x) [szeregu F(r—ar) w punktach S, Ś,,... Si; 
należących mod. m do © (największej z bezwzględnych 
wartości mod. m). 

Gdy zakres zbieżności (F') szeregu wydzielonego 
jest większy niż koło (EB) [i jest skończonym albo nieo- 
graniczonym |, to związek (III) otrzymuje się w eałem 
wnętrzu koła (R') z tem zastrzeżeniem, że teraz Œ jest 
największą pomiędzy bezwzględnemi wartoścami, jakie 
f (1) w puntach Sy $,,... S„_, przybiera po drogach przy- 
stajacych. 

Gdy zaś $,(r— sz) posiada ze względu na obraną 
liczbę m, własność wyrażoną w ustępie (B) lub (C), to 
mamy na całej płaszczyźnie 


(Ir) DER 


P SRUCZZA 
$.9. O ilorazie OREW A 
Niech v oznacza całkowitą, dodatna, dowolną, skończona liczbę 
> 0 w ilorazie 
Poz) _ a a PZ 


e a AA 


(z—a)”  (z—a)  (z—a,)""' T — z, 
+ ay + Qy+, (1—2, ) + A , 
który tutaj, uważając go za element funkcyi analitycznej F (x), bliżej 
rozważymy pod względem średniej arytmetycznej w punktach 5,, 5,, 
ATR 

. , mf e 

Obierzmy dowolną, dodatną, skończona liczbę m> 1 i załóżmy 
najprzód v > m. 


(11) 


Gdy z liczb v, v—1, v—2,.. 2, 1 jedynie liczby tm, (t— 1)m, 
(4 — 2)m, ..., 2m, m są wielokrotnościami liczby m, pozostałe zaś v, 
które przez v, naznaczamy, posiadają mod. m najmniejsze odmienne 
reszty 6,, tak, że 
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to równanie (11) tak możemy napisać : 


P (1—2, P (c—a,) _ Qdy_im 


QAy_(t-1)m f 
e27) (6-2 aE ACB BA 
(12) v-v: 
\ +... -- RETTE (z — «,)”r -H siae 40 (b) 
| F ay + ay4, (1—2,)-+-dy4s (w WESA (e) 


Kiedy v < m to wyrazy (a) odpadaja, a kiedy v=m, to z wy- 
razów (a) zastosuje tylko jeden 


(1— Ty)” i 


W to równanie wstawmy za (£x—zx,) kolejno: 
(£ — 2, ), (z—2,) e, (1—2,) e”, RZEC (1—2) e" , 
gdzie e jest znowu jednym z pierwotnych pierwiastków równania 


z" —1 =0, tedy po dodaniu tak otrzymanych m równań i podzieleniu 
sumy tej przez m, dostaniemy 


1) w przypadku, kiedy v> m, związek: 


R(z— NRN (z— 
(8) Pe- | GZW + za +. + 


P (@-— zje" 2l 


(c— £ JEES 


gdzie 
9, (asa) a ied ea + PEDRO W EE 


(z—%,)* (zu) *" (z — 2)" 
+ Gy Fay,,(€—7,)” +-..... 
jest sumą wszystkich tych wyrazów  ilorazu re, -, których wy- 


kładniki X bez względu na znak są = 0 (mod. m), jest więc wydzielo- 
nym szeregiem mod. m z tegoż ilorazu. 


2) Kiedy v < m, to P,((c—x,)” jest szeregiem potęgowym 


(14) PB, ((z—2,)” = dy FP Ady+m (r—z,)" rę dy; 2m (c— A a Leć , 
a wreszcie kiedy 


3) v=źm, to zwiazek (13) ma postać 


(15) P,((z—25)” = 1 „B (c—x, 0-+B( (zz, Je) +...+ B ( (22, reed 


m (1—2, y 


Rozprawy matem.-przyr. Tom XXVI, 49 
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gdzie 
Am Qqt—1)m 
Pn ((1— 2)" )= (zp TzzyAŃE W 2)? 


+ a„ + a (t+ 1)m (c—2,)" Air Q t+2)m (=) F 


W przypadku 1-szym i 3-cim maja wydzielone szeregi P,((z— 2, )”), 
P,„((1—x,)") mod. m tylko skończoną ilość wyrazów z odjemnymi wy- 
kładnikami, a stąd wynika, że kiedy dany szereg potęgowy % (1—2,) 
posiada koło zbieżności 


(a) |c—2, | < R— 
to owe wydzielone szeregi maja zakres zbieżności 
(p) 0 < |a—xy |< F, 


gdzie R > R być może. 


W przypadku 2-gim przeciwnie ma wydzielony szereg potęgowy 
P, ((r—2,)”) koło zbieżności 


(y) | T— T, | E F, 

i R'> R być może. Zakr bieżności il pen 
gdzie znowu = yć mo e. zakresem zbleźnosći 1orazu (z—2,)* 
jest 
(8) 0< |r—z | LR 


Niech S, będzie dowolnym punktem leżącym w zakresie (8); 
tedy wartości 


RB (8, — z,) B((8,—%)) _gg BUS a _ 
(S, z5 S T W, Wt, J'e v =% (S, =)" v(m—1) W 


są wartościami ilorazu w punktach Ś,, 5,, ... , Sm-ı należącemi mod. m 
do &, i wtedy mamy: 


CBE DRE ND UN R © 5a, 


x m P (a)n „ Żem © 
Gdy R' > R, to ten związek jeszcze i w punktach So, 5, ,..., Sm, 
mieszczących się w pierścieniu R < |c—a, | < R' ma znaczenie z tem 
zastrzeżeniem, że wtedy %,, %,,..., %,„_, oznaczaja wartości funk- 
cyi F(x) otrzymane po drogach przystajacych. 

W przypadku 3-cim mamy v = tm, a gdy Wo W,,... rpa 
są wartościami samego szeregu PB (r—x,) w punktach Ś,, P E IA 
leżących w Æ lub wartościami funkcyi f (x) nim UE N aroia 


www.rcin.org.pl 


O WARTOŚCIACH FUNKCYI ANALITYCZNEJ. 381 


w Ś, Ś, ,..., S„_., drogami przystającemi (gdy Ś,, Ś, ,..., S„-, 
leżą już w pierścieniu R < | 1—1, | < R'), przeto mamy zwiazek 


FP, ((4— 2,)"*)s=s, = -— = . (Ib) 


To znaczy: Gdy ze szeregu V(x — z) określającego 
funkcyę f(x) utworzsymy iloraz TE-A (=, 2...) 1 z tego 
ilorazu wydzielimyszereg mod. m, to jego wartość w punk- 
cie 6, jest średnia arytmetyczną wartości f(v) uzyska- 
nych w punktach 5, 4,,.., S„_. po drogach przystajacych 
podzielona przez (S, —x,)”. 

Jeżeli poza koło (H) do punktów s,, s,,..., s„_, mieszezacych 
się na kole (r) >(R') przejść chcemy, to i szeregi po lewej stronie 
w związkach Ia), Ib), do jednego z tych punktów, n. p. do S,, droga 

przeprowadzić trzeba. Dostaniemy wtedy wartość 


W (S, J; (I e) 
przedstawiająca średnia arytmetyczna. 

Jeżeli R=o, to związki Ia 2), la 5), Ib utrzymają się w punk- 
tach S, S,, ..., Sm- mieszczących się na dowolnem kole o środku z,. 
Tym przypadkiem— R’ = c0— zajmiemy się szczegółowo w razie, gdy 
P (r—2,) posiada pewne charakterystyczne własności. 

Widzieliśmy w $. 6, jaki wpływ na średnią arytmetyczna (mod. m) 
wartości funkeyi f (w) miał jej element fi (x — z,), posiadający wpraw- 
dzie wolny wyraz a,, ale pozbawiony zresztą wszystkich wykładników 
Xsz0 (mod. m). Przyjmijmy więc, że i tu mamy taki szereg i że 

R e 
z niego tworzymy iloraz po 2) - Wtedy wydzielony szereg mod. m 


(£— ©) 


zredukuje się do wymiernej funkcyi a związek (I b) otrzy- 


a, 
(z— z,)”” 
ma postać: 

a, | W, -+ W „44 Wa; 


aF |, WG-BŁY | 1 + 


Widocznie mamy tutaj R’ = œ. 
Niech P (r—x,) — po obraniu pewnej liczby v — nie posiada wy- 
kładników: v, m + v, Am+-v, ..., a więc wykładników X=v (mod. m) 
s L 
z wyjatkiem wykładnika hm + v. Wtedy iloraz PRA oprócz wy- 


(—2,)! 
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razu Q,„+y (5 — xo)" — nie posiada dodajników o wykładnikach A= 0 
(mod. m) i wtedy dostaniemy związek: 


SARE SĄ) M ks B- 
m 
gdzie R = œ. 
W razie, kiedy %4 = 0, mieć będziemy 
W Wt. +B, 


m 


(Id) a, = 


To znaczy: Gdy szereg potęgowy prócz wyrazu 
a (x—x,)” nie posiada żadnych dodajników o wykładnikach 
X =v (mod. m), to średnia arytmetyczna wartości funkcyi 
F(x) w punktach Sy Ś,, . . . ; S„.. jest ilościa stałą 


TEOCAK A . . . . 
MS PTRY jakimkolwiek wieloboku foremnym 


3,4 


PRE TATA.) 


m— 1 ) 


majacym środek w z,- 


Rozważmy pod tym względem funkcyę wymierna, ułamkową 
F (x) z jednem tylko v- krotnem miejscem nieskończonościowem %,, le- 
żącem w skończoności i z m miejscami zerowemi (w skończoności ), 
n =v. W wyrażeniu: 
F (2) = Ga 
(w — 2) 
jest więc G (x) stopnia ngo. 


Gdy n > v, to mamy w otoczeniu punktu v, : 


(a) F (2)= R E al A aska; (6-4) PO + 


a 
(5—,)” a 
a"'(z—z,)"" ; 


gdzie n = y, mamy 


(b) ki= Fot zę 
a gdy n <v, to 

a, a, 
(e) F (2) = > 2 ODRZE CHA 


Jeżeli w (a) obierzemy m równocześnie większe od vi n — vy, 
a w (b) weżmiemy m > v, to dostaniemy 


ADETA OE Teta) 


At | 
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w (e) zaś, obierajac m > v, mieć będziemy 


F(8,) + F(5,) +... +F (Sai) _ 


m 


0. 


So, 8,, ..., Smi są to punkty należące mod. m do Ś,, a mieszczace 
się na dowolnem kole o środku w punkcie z,. 
Niech P, ((1—xr,)”) oznacza wydzielony szereg mod. m z ilorazu 
P (c—z,) 
(£ —2,)" 
mując znaczenie wyrazów W,, W,,..., W,„.,, mamy 


czy to w równaniu (13) czy (14) albo (15), to wtedy, zatrzy- 


I+ WI +... +| Wani! 


m |S,—z, |” 


(Ila) 


| P,((-2.7)..„ |< > 


Gdy tutaj z ilości | W,|, | W,|,..., | W„_,| największa jest 


= Q, to mamy związek 


| Po ((6—2)")-s |. |5;—2|' < G. (III a) 


Z równania (Ia) mamy w ten sposób zwiazek 


|a,|.|8,—z, 2] G 


To znaczy: Gdy Ff (r—xr,)—opróecz wyrazu a,(x—z,)” — 
nie posiada żadnych wyrazów o wykładnikach ù =v (mod. 
m), a G jest największa z bezwzględnych wartości funk- 
cyi f(x), określonej szeregiem w punktach Ś,, 4,,.., Sm, 
to ta największa wartość Œ nie jest nigdy mniejsza od 
|a,||1—z,|” w punkcie z=Ś,. 


$. 10. Warunki, pod jakimi zakres zbieżności (R') szeregu 
wydzielonego mod. m jest większym od (R). 


Mamy tu bliżej jeszcze rozważyć warunki, pod jakimi można 
ze szeregu ŃV (1—1,) = ) ay (1—x)* o zakresie zbieżności (R) wy- 
dzielić szereg KB, ( (c— zy”) o zakresie zbieżności (R') > (R). 

Biela ama się znanem zreszta znamieniem zbieżności, jakiego 


w ostatnich czasach używał J. Hadamar w znakomitej swej pracy „Essai 
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sur l'étude des fonctions“ !) zauważmy od pewnego k począwszy mnogość 


k-+1 


k n i 
(S, ) Vla, |, Vo n4 Vla], SANG 
Jeżeli poczawszy od pewnego dostatecznie wielkiego n [z opuszcze- 
À 


n+ 
niem oczywiscie tych Vla„,qx|, które sa zerami, które się więc odnosza 
do spółczynników a,„,y = 0] ilości (S,) wciaż malejac lub rosnac , zbli- 
żaja się do pewnej skończonej granicy / tak, że mamy 


(x) lim Vla |= Z, 
n=QQ 
to wtedy szereg P (r—x,) ma promień zbieżności 
E 1 a$ 1 
PY ra 
lim | |a, | 
ZOB 
Szereg P, ( (x—x,)") ma spółezynniki as, Am, Q,,,..-.; do niego 
należy analogiczna z (8,) mnogość 3 
(8,) PRO psy AN ETETEN Bpa E 
Ma. |, ETR >.) V lamn 02080 , 


a ta mieszczące się w (S,) musi posiadać własność, że granica 
lim \ =M 
n=QQ VIamn | l 


będzie skończona i oznaczoną. Wtedy wydzielony szereg mod. m — 
gdy go za szereg argumentu (1 — »,)” uważamy — ma promień zbież- 
ności 

1 1 


| —z,|"=R*= = 


| n , 
lim V | a, | 
n=0O 


a jako szereg argumentu (x— z,) jest zbieżny w kole (R') o promieniu 


Weżmy R > R, zastrzegając, że różnica R— R nie ma być nie- 
skończenie mała, to wtedy, od pewnego, dostatecznie wielkiego n po- 
czynajac, musi być ciagle 


1) Journal de mathómatiques pures et appliquées. Rok 1892, str. 101. 
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czyli musi być 
| dm | < |a|”. 
Stąd wnosimy, że 
Dla takich liczb m szeregu naturalnego 2, 3,4, ...... 
ale skończonych, dla których od pewnego dostatecznie 
wielkiego n poczynajac—sprawdza się bezustannie nie- 
równość (x), mamy HE > R. 


$. 11. Znaczenie przypadku: m = œ. 


Bardzo ciekawym jest przypadek graniczny: m=oo, a więc zba- 
danie wyrazu 


lim Ẹ, ((r= z") = a, + lim [an (r—2,)" + a,, (£ —z,)*" + sa: | 
m=00 m=00 


= a, + Po Pa Ko 

nie tyle w punktach » zawartych w kole (R), ile raczej rozstrzygnię- 
cie pytania, co takie wyrażenie œ+ Po , jako granica pe- 
wnej analitycznej funkcyi, wyznacza w punktach poza 
kołem (R) leżących? | 

Gdy z leży w kole (R), to widocznie a, + P% = a,, gdyż Py, 
jako granica sumy nieskończenie dalekich wyrazów szeregu ŚR, (x — z), 
musi być w zakresie zbieżności tego szeregu z e r e m. 

Zakładając |x—a, | < R, połóżmy: 


c—z, = pe p< B, ọ= (0... 2n), 
to ponieważ m= œ, możemy przyjąć : 
ọ = — t , t=0, 1, 2,... in infinitum 
m—=GQ 
wtedy mamy 


Ko =a+ Py=a+ lim [azp" + am” +. . .]: 
m=O 


Aby można było zbadać wartość tego wyrażenia przy p © R przy- 
najmniej w szczególnym przypadku, przyjmijmy, że szereg a, + 
a (r— a)” t a,„(r —a,)""+ ... dla pewnego skończonego m jest elemen- 
tem funkcyi analitycznej ọ (x, m) nieograniczonego argumentu z i pa- 
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rametru m, oraz że się ta analityczna funkcya o od pewnego dosta- 
tecznie wielkiego m statecznie utrzymuje. W takim razie jest 


K = a, + Po = lim ọ(p, m), 
m— GO 


a wartość tej granicy dla obranego o > R jest zarazem wartoscia, jaka 
na całem kole (p) > (ER) o środku z, wyznacza Ko . 


$. 12. Szczególne przypadki wydzielonego szeregu przy m = vo. 


W rozdziale ll-gim zobaczymy, że znaczenie wartości, jakie K% 
daje w punktach poza kołem (R), pozostaje w ścisłym związku z temi 
twierdzeniami Cauchy'ego, w których się ten matematyk posługiwał 
całkami określonemi zmiennej urojonej. Lecz i w ogólniejszym przy- 
padku okaże się, że granice kilku wydzielonych szeregów będa również 
ściśle związane ze wspomnianemi twierdzeniami. 

Tutaj nadmienimy jeszcze: 

Na całej płaszczyźnie argumentu w jest 


1) gdy P(x — x,) jest szeregiem bezustannie zbieżnym; 

2) gdy z YẸ (x — z.) daje się wydzielić szereg mod. m, bezustannie 
zbieżny, a m = œ użyjemy w formie [g m, |- 3 

3) gdy P (x— zx.) posiada wykładniki A=0 (mod. m,) tylko do 
skończonej granicy (/—1)m, , a m = œ użyjemy w formie [4m,]-w: 

W tych przypadkach jest więc 


ko = lm (00 —2,)*) = 4,. 
m= GQ 


Dla ilorazu Ee) , (gdzie v skończone) granica wydzielonego 


. szeregu mod. m=oo jest zawsze zwykły szereg potęgowy 
lim $,((r—a2,)")=a, + lim [a,,, (£ —2,)"” Fay 4am (2 — 2) "+... ] 
w= GQ m=Q9 Q 
który nazwiemy 
TERA = ay kP,. w* 


W przypadkach analogicznych do tych, które nam powyżej dały 
Po=0, mamy i tu P, g=*0, a więc 


E E w Aeae ba r a 


, 
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Jeżeli wreszcie z F(r—x,) wydzielić się daje szereg potęgowy 
FP, ((7—2,)"') o kole zbieżności (K) > (R), am, =» użyjemy w formie 
[4m, |+-., to wtedy będzie K, =lim,_„ Po ((r—z,)")=a, tylko w kole (R). 
$ 
= daje się wydzielić szereg 
P, ((c—a,)"') zbieżny w zakresie 0 < |1—2,| < R, to używając m=oo 
w formie [qm,],.„ mieć będziemy K, „=lim,_,„ Py ((1—2,)”)=a, tylko 
w kole (PB). 


Podobnie, kiedy z ilorazu 


ANG NONSTOP ONO 


ROZDZIAŁ II. 


Część pierwsza. 


Funkcye jednoznaczne. 


g. 13. O szeregu wydzielonym mod. m=20 z iloczynu (c—z,) f (c—2, ). 
Wprowadzenie całek zamkniętych. 


Dany szereg potęgowy $$ (1—x2,) o kole zbieżności (R) niech bę- 
dzie elementem funkcyi analitycznej jednoznacznej f(z—r,). Iloczyn 
(1—x,) f (1—1,)=(1—a,) X (1—a,) nie posiada wolnego wyrazu, a wsku- 
tek tego, jeśli | —z,| < R, am zdaża w dowolny sposób do nie- 
skończoności, mieć ciagle będziemy wyraz K, iloczynu (z—z,) B (1—z,) 
o wartości = 0. Stosując zaś związek I' (($. 4) dostaniemy : 


1 m— 1 Po. 
== i — e 1 
0 = limn- " ż W; (1) 


W, są tu wartościami funkcyi (1—2,) f(1—a,) w punktach Ś,, Ś,,... 
S„-, (m= œ) na kole (r) < (B). 

Połóżmy (1—1,) =re?' i pomnóżmy licznik i mianownik tej sumy 
przez do.i = |>| , to trzeba położyć [m.do.i]„_„=2rmt, a związ- 


kowi (1) dać postać z 


st 


1 i i F 
kac r. WASZ do.i 
Połóżmy c—1,=z, to wtedy jest r.e% dpi=dz, tak, że ostatecznie 


mamy ; 
Rozprawy Wydz. mat.-przyr. T. XXVI. 43 
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1 
2) = | f(e) dz=0. 
(r)<(B) 


Jestto znane twierdzenie Cauchyego, odnoszace się tutaj do koła 
(r) mniejszego od (E) i z niem współśrodkowego. 

Chcae wyjść poza koło (E), musimy tu przedewszystkiem podnieść 
jednę bardzo ważną okoliczność. Oto widzieliśmy przy końcu rozdziału 
I, że w niektórych przypadkach obierając m=co w postaci [qm, |,-„ do- 
stajemy w całem kole (E') > (R), gdzie R' nawet nieskończenie wielkim 
być może, wyraz K,=a,. Ze zaś tutaj wolny wyraz szeregu (1—2,) 
R (x—x,) jest zerem, przeto mielibyśmy, używając takiego właśnie m=oo 
w każdem kole (r) czyniacem zadość nierówności (R) < (r) < (R'), a ma- 
jacem środek »,, całkę 


Aż | f (2) dz=0 
(r) 
jako granicę sumy (1). 

Atoli według Cauchyego taka całka jest równą sumie pozostałości 
(residuów) funkeyi f(z) wewnątrz koła (r), a ta, mimo własności szere- 
gu (1—a,) P(r—a,), że przy m=|qm,]|,-„ jego K,„ redukuje się do 
zera, nie potrzebuje być zerem. 

Tak n. p. uważając funkcyę 

f (3)=$ (1)=z. cotg. 1=1—25, © _98 zz; 
1 zi SE RRN 
S=1+-ze + e a RE 


widzimy, że szereg ten zbieżny jest w kole (E) = (7), a f(x) posiada 
w punktach +u m, p=1, 2, 3,... pozostałości = + 1. Zakreślimy ze 
środka r, =0 koło (p„) takie, że uz < p, <(u+€1)m, to na sumę po- 
zostałości funkcyi f(x) wewnątrz tego koła dostaniemy 


{ 
5 (ro de= Y Res. f(1)=2u. 
(Pu) (Pu) 
Tymczasem, gdybyśmy, utworzywszy 


3 5 
z $ (0)=2—28, —+—28, Z- Ees 


użyli granicy m=[2g]h-.; mielibyśmy na całej płaszczyżnie K.=0, 
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a dalej przy dowolnie wielkiem (ę„) zawsze Ý Res. f (x)=0, eo być nie 
(Pu) 
może. 

Stad wnosimy: Pojmujac tu całkę określona zmien- 
nej urojonej jako granieę sumy (1) nie można 
liczby wyrazów tej sumy zwiększać do nieskończo- 
ności sposobem m=[qgm|],-, '); sama zaś funkeya f(z), 
której (c—a) V (1—2, przy takiem m posiada K„=0, nie 
potrzebuje (chociaż może) mieć X Res. f(2)=0 wewnątr 
dowolnego koła (r). 

Równanie zatem ` Res. f (z) =0 nie charakteryzuje takiej funkcyi 

r) 


f(z) Jej charakterystyką będzie raczej ta jej własność, że, gdy na 
kole (r), bez względu na to, czy takowe przez jej szczególne punkta 
przechodzi, czy nie, obierzemy punkta Ś,, S, S,,..., Sim. należące 
mod. gm, do 8, i zgęszczać je będziemy w ten sposób, że się g zbliża do 
nieskończoności, dostajemy zawsze, na sumę wartości iloczynu z. f(z) 
w tych punktach, zero. 

Aby więc odpowiedzieć na pytanie postawione już w rozdziale I, 
a mianowicie: „co wyznacza K, (tutajszereg u (1—z,). R(£-zx,)) 
poza kołem zbieżności (R)?“ — załóżmy nasamprzód: 

A) Wydzielony szereg W; ((r—x,)”) mod.m z iloczynu (1—x,) 
P (z—2,) jest tego rodzaju, iż od pewnego m poczawszy, mamy zawsze 


P: (6—2,)5= È By (m) (0—2,)X", (3) 


a więc spółezynniki tego szeregu zależą statecznie w jednaki sposób od 
parametru m. Inaczej mówiąc: że istnieje funkcya g(p, m), o której mo- 
wa była w rozdziale I. 

To założenie zatrzymując i odnosząc równanie (I”') (8. 7) do sze- 
regu (r—z,). P (r—2x,) nawet i wtedy, kiedy już mamy m=«, napi- 
szemy takowe w postaci: 


LACANT AERE = > Wy, sy. (4) 


Założywszy jednoznaczność funkcyi możemy i musimy zmienność 


1) W rachunku całkowym (por. Serret, Harnak) dowodzi się, że całki określone 
zmiennej rzeczywistej obliczać można, biorąc za podstawę dowolny podział zakresu cał- 
kowania. Widocznie całki tu rozważane zachowują się pod tym względem odmiennie. 
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dróg s, uważać za obojętną i prawa stronę ostatniego związku okre- 
ślić jako 
(5) zz) f (2) . d= Res. f (2), 

4 O 
gdzie (r) jest kołem większem od (R), a mieszczącem na sobie punkty 
Sos Si, + ++, Smi zgęszczone do nieskończoności. 

Wyrażenie W(S,)S m-s, pojmujac formalnie, uważać trzeba za 
przeprowadzenie szeregu K,=lim„=„|an_, (1—8, )"+Ha,m- (2—2) "+-...] 
do punktu Ś,. Atoli że takie przeprowadzenia sa jednąkiej wartości wę 
wszystkich punktach 5,, 8,,..., S„—:, a tutaj (przy m=o) zajęły one 
już cały okrąg (r), przeto W (S,)s,,„-. uważać trzeba za wartość Q (£,) 
jaka K, definiuje na całem kole (r) czyli we wszystkich punktach £,, 
tegoż koła. Granicę m=oo można przy obliczaniu Q (¢,), przy założe- 
niu A, ominać w sposób następujacy: Przy skończonem m przeprowa- 
dzamy szereg , ((c—ax,)”) do otoczenia któregokolwiek punktu 6, koła 
(r) i kładziemy w niem potem 1r=r, oraz m=w». 

Otrzymujemy więc: 


QE) -aare de=Y Res. fG), 
a nazywając Q (£) „przeprowadzeniem szeregu K,*, mamy 
twierdzenie: 
Przeprowadzenie szeregu K„ odnoszącego się do (r—x,) . F(1—x2,) 
ma- w dowolnym punkcie £, kołą (r) > (R) wartość sumy pozostałości 
funkcyi f(z) zawartych w (r). 


PG 


$. 14. Zmiana wartości wyrażenia Q (£) ze zwiększającem się 
kołem (r). Nowe określenie pozostałości w kole (r). 


Aby zbadać zmianę wartości przeprowadzenia Q (£,) kiedy się 
zwiększa koło (r), przyjmijmy, że jednoznaczna funkcya f(z) posiada 
punkty szczególne 


«w, B, Y, +:.. o bezwzględnej wartości Ę 


SE po Yiz- A AS ; | n n Ti 
ko e a 2 » n Tą 
dog Rs Yssen n » T3 
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gdzie R<r, < r, <r,,.... oraz że między temi kołami nie ma już 
żadnych punktów szczególnych, Prócz tych kół nakreślmy jeszcze ze 
środka z, 
koło (o, ) takie, że R< p, <r, 
n (b) n nr <Ph Em 
no (s) nn Ta Cfs <Ts 
to wtedy mamy : 
0.(6e)= Z Res. f (=H, 
0(6)= Z Ros.f ()=H, 
O (6p,)= È Res. f (2)= H, 
(p) 
: ; * 
a stąd wynika: Przeprowadzenie (2($,) ma we wszystkich 
punktach w pierścieniu 
(R ....r,) wartość H, 
07 UECESY AG H, 
TOT E "3 SW" H, 
Na samych zaśkołach (RB) (r,), (r,),.... jest REJ 


(w ogólności gdy H, H,, H, H,, są od siebie różne) bez zna- 
czenia. 

W ten sposób dostajemy tutaj zupełnie nowa 
definicyę sumy pozostałości we wnętrzu koła (r) od- 
mienna od jej określenia jako sumy spółczynników 
przy pierwszych odjemnych potęgach argumentu 
albo za pomoca całki zamkniętej. Ta nowa definicya 
wynika wprost ze znajomościelementu danej funk- 
cyi analitycznej, 

Weżmy n. p. szereg potęgowy: 


P (0)=2+(1 +2)«0+(1+2)r+-(1+2%)2*+-..,. =f (2) 
o kole zbieżności (R)=(4). 
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Z szeregu z. P(x) wydzielony szereg mod. m ma postać 
(14-2—')x"+-(1--2%"-')a*" +(14-2" ')27"+-... 


i jest zbieżny również w kole (R)=(1); a przy każdem m ma formę 
(8). Z drugiej strony jest on znowu elementem analitycznej funkceyj 


SACZ 
9 (p, m)= z r sj (25) y" (zob. rozdz. 1), 
a gdy m=oo, to mamy 9=0 w kole |x|<;, p=—;: w pierścieniu 


;<|r|<1, zaś p=—3 w zakresie 1 < |x| < œ. Inaczej: 
Ks A Ros, TED r=z4 
O(Gę,)= Z Ra. f(j=—|, <A < 
CAE ROT if? 1<py Ło. 


NU 


$. 15. Badanie ogólniejszej formy iloczynu (2—2,) PB (r—x,). 


B) Załóżmy teraz, że R, ((r—x,)”) należąc do (1—au,) P (z—2, 
nie utrzymuje się statecznie w postaci (3). Wtedy może się zdarzyć, że 
cały zbiór wykładników X szeregu (x—2a,) (£x—zx,) rozpada się na 
skończoną (lub nieskończona) ilość mnogości: 


a) EA 148 „in inf. 
b) "UAD ZAST iat 


Tre trer "te . . 
c) AE R AKZ Bo ++ M OE 


o własnościach następujacych: 
1) Żaden wykładnik jednej mnogości nie mieści się w mnogości 
pie, 
2) Utworzone szeregi: 


(2—«,) P'(r—a,)=) a,(c—2)X;, (1—2) P"(r—2,) =Ý o (6-2); 
© (c—a,) W” (z—a,)= Ja a (c—20,)hg, «1... 


gdzie a'«, .... należa do wykładników X'y, .... w szeregu (r—a,) F(z—2t,) 
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są już takie, że wydzielone z nich szeregi od pewnych dostatecznie 

wielkich modułów poczynając, zachowuja statecznie postać (3). 

3-0) (z—1,) Fr—1x)=(1—1,) P (1—2,)+(0—z,) P“ (1—1) + (z —2,) 
P (c—z,)+-. .. 


albo: P (r—z)=WF (1—2, ) +L“ (rx, )+B"(x—x,) 

albo wreszcie: 

(e) J (3=f OHF OH" OH, 

gdzie f’ (z), f"(2), J” (@),--. sa to analityczne funkcye określone szere- 


gami (d). Równanie (e) jest już właśnie wynikiem własności 1. 
Wskutek równania (e) mieć będziemy w dowolnem kole (r) > (R) 


2 Res. f (z)=2 Res. f Waa Res. f” (3)2 Res. /”” (z)+-.... 
(r) (r) r (r) 


Niechże teraz wyrazy k'„, k*„,k'”,,.... szeregów (d) mają na 


punktach 6, koła (r), przeprowadzenia Q (č), QO” (E), Q''(Ę,),.:.. to 


mamy: 
E Res. f(e) =7—/ S O de= EHV RHA (+ ..... 
(r) i © (r) 


W takim zwiazku pozostaja przeprowadzenia Q, Q';.... szere- 
gów, których suma daje (1—1,) P (x—zx,), ze sumą pozostałości samej 
funkcyi f (2). 

Niech np. szereg u = za” zawiera wszystkie wykładniki parzyste 
0, 2, 4,...., z nieparzystych zaś tylko te, które maja kształt (4n— 1), 
n= 1, 2, 3,... Mamy wtedy: 

u=[1+-2'+-2'*+-...]+-[0'+2'-aV+-...]|=u u" =f (2) 
oraz 

c.u=[a-x"+a+...] + [ez a +..|=zuv+xuu'. 
Z iloczynu ©.u wydzielony szereg mod. 2n + 1 dostajemy w postaci : 

; gt! 
W. W ana = 7 „sQlaf1)) 
dla modułu znowu parzystego 4n mamy: 
T pzp 

1— zr z 


ii 
vulp 


Wydzielone więc szeregi sa tu widocznie inne przy modułach nie- 


parzystych, a inne przy parzystych. Gdybyśmy zatem moduł m zwięk- 
szali do nieskończoności według liczb nieparzystych, to doszlibyśmy, 
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zakładając r > 1, do Q (£,) = Q (£,) = O szeregu sw, a nie szeregu zu 
należącego do danej funkeyi f(z) Podobnie zwiększając parzyste m 
do nieskończoności, otrzymamy: Q (5,) = (£,)= — 1, odnoszące się do 
xu”, a nie do iloczynu zu. Z tego powodu trzeba położyć: 


E Res. f (a)= / f (2) de=% ()+0' €)=—1 
6) (7) 


i to jest prawdziwa wartość sumy pozostałości danej funkcyi f (2) 
w kole (7). 

Ograniczając się w dalszych poszukiwaniach do założenia (B), mo- 
żemy i będziemy się odtad w teoryi zajmować wyłącznie takimi szere- 
gami, z których wydzielone szeregi mod. m od pewnego m począwszy 
statecznie zatrzymuja formę (3); w twierdzenie bowiem wynikające ze za- 
łożenia (B) wchodzą tylko ©' (Ę,),... takich szeregów. 


NOLAN 


$. 16. Badanie samego szeregu $ (z—x,). 


Zakładając to, co dopiero powiedzieliśmy o samym szeregu danym 
Y} (r—2x,), łatwo będziemy mogli podobnemi metodami związać jego 
K,=a,+P,„ i Q(ż,) z całkami Cauchyego. 4 (1 z,) niech określa funk- 
cyą ọ (£ | r,)=f(x). Gdy (1—1,) < R, to zawsze jest P,=0 a więc 
K,=a,=/f(1,), a stosując tu równanie (I), roz. I, mieć będziemy : 


a, =lim_—„ > p W, 


czyli | fad=z,| roa, re 


TRL 
A 
gdzie f (x,) jest pozostałością ilorazu |. w punkcie 2,. Obierzmy 
ZO 


koło (r) > (R), to według Cauchyego będzie: 
1 |= = -X f (2) 
Res. ——. 


2i `” #— T; 


Stad — gdy przez Q (¢,) rozumieć bedziemy i tu „przeprowadzenie“ 
wyrazu K, do jakiegoś punktu £, koła (p) — otrzymamy: 
1 f f (x) dx dx f (2) 
(8) OE, Da E WOPR CH 
b 


(7) 
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Takie wartości określa K,=a,+-lim,_, [a, (c—2,)"+... a] 
na kołach (g) > (B), spółśrodkowych z (RB). 

Jeżeli w równaniu (8) po obydwu jego stronach odejmiemy wyraz 
a, =f(1,), który właśnie jest pozostałościa punktu x, w sumie Z, do- 


(p) 
staniemy na przeprowadzenie reszty P„=lim,_„ [a (—2,)"--...] sumę 
2” Res. P A gdzie kreska przy £ ma przypominać, że pozostałość 
(p) TY = 


punktu «, trzeba opuścić. 


Funkcya n. p. 
g’ z 
f (1)=c. cotg s=1—25, z 2 S, = aae 
jest zbieżna w kole (R)=(7) i posiada w punktach szczególnych + u. m, 


u=l], 2, 3,... pozostałości = -+-1. 
Ja) 
m 


Iloraz ma w punkcie 4=21,=0 również pozostałość =+-1. 


Stąd wynika, że 
di s WR [s (2) +8.(>) +. $ S 


ma w każdem kole (r) < (m) wartość =/, a wewnątrz każdego koła 
(pu) takiego, że ur < p, < (ut1)m daje wartość 
O (Epu) =1+2 u, u=1, 2, 3,... 
= 2 Res. £otg. z. 


(p 


Aby to sprawdzić, zauważmy przy skończonem m, szereg : 


P (et") = 1—2 [8-(-) +5.(>) + i J 


T o 


Jest on elementem funkeyi 


Z niej dostajemy dla |x| <m: 


Rozprawy Wydz, mat.-przyr. T. XXVI. 44 
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| AS JES | *SIAŃ 4 


F za? 
NE E x ) 
YT 


m 
a gdy założymy ur< |2| <(u+)m, to w sumie ÈX dostana wy- 
v=1 
razy o skażniku v=/, 2,...y. wartość = —/, wszelkie dalsze wartości 


=0, tak, że będzie 
jak to wprost wywnioskowaliśmy z funkcyi f (z). 


: . $ (r—x,) 
Przechodząc do m= w ilorazie SRP mamy przy (r) < (B) 
*1P 


W) 
K,.=a, Acz), i wtedy związki Ia, Ib ($. 9) daja 
> wę 


A /(a) du 


". wf (I — 2 )v+; 


, (r) < (B). 


Jeżli założymy (r) > (B), to wtedy wyraz Ic ($. 9) ma znaczenie prze- 


prowadzenia Q (ż,), wyrażenia K, „, tak — że mieć będziemy 
| e J (2) 
(9) QG, = - Res. P PASET, (r) > (B). 


To znaczy: 
P (z—2,) 

(0-—9,)" 
w którym V(x —a,) określa funkcyą jednoznaczna f(x), 
daje w dowolnym punkcie ć, koła (r) > (b) sumę pozosta- 
J (2) 


(zz )**: 


Przeprowadzenie wyrażenia K,, ilorazu 


łośei funkcyi w wnętrzu koła (7). 


$. 17. O największej bezwzględnej wartości funkcyi na okre- 
gach współśrodkowych z kołem zbieżności danego jej elementu. 


Zajmijmy sie teraz związkiem III ($. 8). Załóżmy, że: 
|c—a, | =r < R, nazwijmy g największa z bezwzględnych wartości, 
jakie na całem kole (r) przybiera szereg potęgowy $(x—a,) i weźmy 
m==o, to wtedy ze związku tego dostaniemy 
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| æ | <J, (10) 
gdyż lewa strona w III (§. 8) będzie to K„=a, szeregu danego. 

W ten sposób mamy bardzo prosty dowód twierdzenia, jakiem się 
Weierstrass tylokrotnie w swej teoryi funkcyi posługuje. 

Związek (10) postarajmy się przenieść poza koło (R). W tym celu 
wróćmy do związku I” rozd. I; po prawej stronie załóżmy m=o, 
a w miejsce ilości Wi., W,.„,.... połóżmy największa z ich bez- 
względnych wartości. Ponieważ i lewa stronę trzeba wziać w bezwzglę- 


dnej wartości, przeto z uwagi, że dla | c—a, | =r > R jest 
| WS) Som- |= QE) |, mamy: 
| 2 &)|<g albo 
| £ 
R Res, © <g, (r) > (B) 


W ten sposób przenosi się zwiazek (10) poza koło (R); wysłowić to 
można twierdzeniem : 

Gdy funkcya jednoznaczna f(x) dana jest elementem 
P (c—2,), a na kole (r) >(R) o środku 2, posiada |/(2) | naj- 
większą wartość g, to owo g nie jest nigdy mniejsze od 
bezwzględnej wartości sumy pozostałości ilorazu ZEE. 

7 0 
Tę sumę otrzymać można ze samego elementu tworzae 
Q G). 

Przechodząc tutaj z m skończonego do m=«, a więc z twierdzeń 
arytmetycznych rozdziału I do zwiazków (10) i (11), nie używamy cał- 
kowania. Przypuśćmy że $B(r—m,) przy użyciu m=[qm,|,_„ posiada 
K,=a, w kole (R) > (B). Przez ciagłe zwiększanie liczby g w iloczy- 
nie gm, możemy się jednym punktem układu Ś,, Ś,,.. . Sm- dowolnie 
zbliżyć do tego punktu, w którym | f(x) | posiada właśnie wartość naj- 
większa g. Prawa zatem strona zwiazku I” rozdziału I przy takiem 
m=o da także wartość g. Lewa strona będzie =a, przy takiem m 
w całem kole (F*), a stąd wynika: 

Gdy FP(r— 2) dla wartości m= œo = [gm h- posia- 
da K,=a, w kole (R)> (R); to związek |œ | <g utrzy- 
muje się jeszcze w całem kole (F), a więc i na wszelkich 
kołach (r) o środku a, zawartych między (E) a (R). Oczy- 
wista jest rzeczą, że oprócz tego zachodzi tu jeszcze zaw- 
sze i związek (11). 

Szereg np. 


P (0)=/-xr+a*+r"-kae' +... 
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zbieżny w kole (R8)=(7), a będący elementem funkeyi I+ „b posia- 


da—gdy m=[24|,-„— na całej płaszczyźnie K, = 1. Jeżeli więe na do- 
wolnem kole R o środku z=0 wyznaczymy największą wartość g 


funkcyi hra 


, to zawsze mieć będziemy 1 < g. 


A 08 z ada Hla, rozd. I ($. 9), odnoszącej się do ilorazu 
 (0—2,) 
(z—2,)" 


dostaniemy przy m = œ : 

| ay || 8—2 |” Sg; e—a; | Er < B, 
jeźli zaś przyjmiemy (r) > (E), tò mieć będziemy : 
gaj, 


CEA ii 


106, | F= 


Gdy iloraz re zy posiada K, „=a, w kole (R') > (R), to mieć 


będziemy jeszcze i poza kołem (FR), w całem kole (R'), związek (12) 
sprawdzony. Gdy np. po obraniu pewnego v < n utworzymy ze szeregu 
P (v)=a,+a,x*+a, 1*+... +a,,x "+b, c+b;x*+0,2*+... 

o pewnem kole zbieżności iloraz: 


P(x) 


a . . 
se = TOLL PL LAI potęgi nieparzyste, 


to do niego w razie: m=[2q|,_„, należy K; „=a, na całej płaszczyźnie 
argumentu x. Stąd wynika, że mamy tutaj 


|a4,|l2|** < g, kiedy | « | =r dowohie i v&n. 


OGN NOAONAONONYOU 


Część druga. 
Funkcye wieloznaczne. 


$. 18. Określeńie wyrażeń K, i Q(,) iloczynu (2—a2,) P(z—a2,). 


Zajmiemy się teraż znaczeniem wytazów K, i Q(£,) szeregów 
(z—a,) W(r—a) i B(c—ax,) w przypadku, kiedy szereg P (1— a) 
zbieżny w kole (R) jest elementem funkcyi analitycznej wielowartościo- 
wej. Na obwodzie koła (R) ptzyjmijmy tylko punkty szczególne, wie- 
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lokrothe, rozgałęzienia (Verzweigunys - Punkte, points de ramification) 
z wykluczeniem punktów istotnie lub nieistotnie szczególnych nie tylko 
na obwodzie koła (R), ale i na całym obszarze (x) wszystkich gałęzi 
funkcyi, która właśnie PB (r—z,) określa. 

Gdy W, są wartości funkcyi (»—zr,) P (e—a, ) w punktach 5,, 
Sis- © -y Sm pewnego koła (r) spółśrodkowego z (R), to, jak długo jest 
|—2,|=r < R, mamy i tu lim, I'W, =0. Jezeli S;,: irr aai 
leżą już na kole (r) > (R), to wtedy W, pojmować trzeba jako przepro- 
wadzenia szeregu (x—x,) P (x—.,) po drogach przystajacych s,, 4, ,..., 
8y,.... do tych punktów. 

Gdy m jest ==oo, to dróg tych jest również nieskończenie wiele. 
Przedstawiaja się one jako nieskończony (całkowity) zbiór krzywodroż- 
Fig. 3. nych promieni koła (r). Dla uproszczenia 
ZAA przyjmiemy, że żadna z tych dróg nie prze- 
, Cina się sama z sobą. Niech dalej, na ob- 
z wodzie koła (R) leżą trzy punkty szczególne 
wielokrotne 7, U, V (sposób poszukiwania 
nie zmieni się gdy przyjmiemy, że jest ich 
ogólnie n); (R) i (r) i na samym obwodzie 
koła (r) niech już nie będzie żadnych punk- 
tów szczególnych. 

Przy tych założeniach, będa 3 z dróg 
przystających, a mianowicie s, s, s, prze- 
chodziły przez punkty szczególne 7, U, V (fig. 3). Każdą z nich kiedy 
m=Ħœ możemy uważać za dwie nieskończenie siebie bliskie, przystajace 
drogi (s, 8), (Suy Su) (S 8,), które obejmując T, U, V prowadzą do 
tych samych punktów 7”, U”, V' koła (r) i daja tam po dwie wartości 
różniące się w sposób skończony od siebie, a mianowicie: 

w T — W4 W, 
w U — W, W, 
w V'— W”, W. 


Obehodzac koło (r) w kierunku dodatnym i znacząc w każdym punk- 
cie wartości W, po drogach przystajacych s, otrzymane, dostaniemy 
kolejno zakresy wartości: 


(HC; ; «s..JX) nózłaku © U 
OP. Wócaaa, BE 
ee ADAZORA a, 
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które w poszczególnych tych zakresach, od wartości początkowej do koń- 
cowej zmieniają się w sposób ciągły. 


Przyjmując, że granicę lim„.„ £ W, obliczamy poczawszy od 
y 


wartości W”, mamy: 


lim,- ZY W, = lim. L WA WAW ++ W) WW) 


n A 


AAAA AANA NAAA ANIANI An A 


$. 19. Wprowadzenie całek krzywodrożnych. 


Przerabiając ostatnia sumę na całkę zamknięta, określoną i ozna- 
czająe przez f (2), f” (a), JE) [2=v—a,] wartości samej funkcyi J (2) 
określonej elementem $ (r—x,) na łukach TU, UV, V'T', mieć bę- 
dziemy : 


(2) Üm. AEW, -hA 


s LA S Od ay Na) dz, 
jako pierwsze określenie sumy stojacej po stronie lewej. 

Fig. 4. Oznaczmy przez 6, Gua ©, drogi zamknięte, 
okrążajace jedynie punkty szczególne T, U, V, 
a przechodzące przez 7”, U”, V”, (fig. 4). Obli- 
czone po tych drogach w odjemnym kierunku 
całki funkcyi f (z), niech będa: 


k fe)dz o poczatkow. f(2)= W, a końeow. W; 


jp f(a)dz A "PAG. 14 4 W.” 
(13) i faddz  , RP SAS, © 


gdzie W bez położonej nad nim kreski oznacza wartość samej funkcyi 
f(z) i niech daja — przez stosowny dobór owalów a, ©., c, — te same 
wartości, jakie wynikają, kiedy używamy dróg zamkniętych: 
SDM CUa CU Va Yr 
Sar, 


S: S: Su "A Sy 8, 


Tedy początkowe i końcowe wartości funkcyi f(z) w całkach (3) 
wskazują, żeśmy te całki po drogach o, c, 6, obliczyli w odjemnym 
kierunku. 
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Majac już te całki, możemy — wskutek uczynionych założeń o za- 
kresie |1—1r,|<r — położyć ` za Cauchym: 


DE Otty, Ott mj Odrz, fddz+ (13) 
AWODAWOZ 


2ni 


Taa 


Stąd — gdy opuszezajac kreski położone nad całkami (13), uważać je 
już będziemy za całki obliczone w kierunku dodatnym — mieć bę- 
dziemy 


lima 2 y= ANOLE = AOLE pih Ot, (14) 


jako druga definicyę granicy sumy. 
Z drugiej strony ta granica jest przeprowadzeniem wyrażenia 
Ko = iMn e [6,_;(7—2,)|a,,_;, (r=x,)*" +... .] 
=limn=« [Gn_, ”+bm,P"+ ..., pP=|1<x]|, 
należącego do iloczynu (1—z,) $ (z—a,) po drodze przystającej z droga 
obrana s, do któregokolwiek punktu £, koła (r). Gdy takie przeprowa- 
dzenie nazwiemy Q(£,),, to mieć w niem będziemy trzecia definicyą 


sumy lim =» W,. 
m=% yz=o 
Przy tem Q (ż,),„ jest określone równaniem: 
FZ dac > 

Q 6) u=zzz Otr AA f odit, sa flejd, (15) 

albo 
: 1 
O (6) nz; (T) ab z (Uou t RETS Gr | (16) 


jeżli, dla krótkości, całki o R. Sır» oznaczymy przez (7') o,,.... 


$. 20. Wieloznaczność wyrażenia Q (,). 


Dodanie znaczku s, wyrazowi Q(,) nie jest tu bez przy- 
czyny. I tak: obierajac w miejsce s, drogę inną s, i drogi do niej 
przystające, dostaniemy na kole (r) inne całkiem punkty 7”, U, V'') 


1) Koło (r) z nowymi punktami 7', U', V' odnoszącymi się do s, przedstawi 
się jako koło (r) obrócone około Środka wraz z pierwotnymi punktami 7”, U, V` od- 
niesionymi do 8,. 
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i inne owale ©, 6,, 6, tak że teraz przeprowadzenie (2(£,),, będzie 
całkiem różne od przeprowadzenia (2(£,)„. Widać to także z równa- 
nia (15). Albowiem ponieważ teraz drogi sa przystajace do s,, przeto na 
kole (r) dostajemy inne łuki 7 U, UV, V'T, a do nich właśnie od- 
nosić się będą całki w równaniu (15). Mamy więc twierdzenie: 

Przeprowadzenie Q(, jest w dziedzinie funkcyj 
wieloznacznych nieskończenie wielowartościowe w tem 
znaczeniu, że — kiedy na obranej drodze s, ma to prze- 
prowadzenie we wszystkich punktach koła (r) wartość 
"'QG€)., to używajae drogi s, dostajemy we wszystkich 
punktach tego samego koła (r) wartość Q (E), ZQ (,) „. 

To wynika zresztą już i z uwag rozdziału I. Powiedzieliśmy tam 
(8. 7), że w przypadku ogólnym pojedynczy punkt szezególny 7, sze- 
regu danego występuje m-krotnie w szeregu wydzielonym mod. m i two- 
rzy układ mależący do 7, mod. m. Tutaj — przy m=oo — będzie miało 
K, na (R) na każdym dowolnie małym łuku koła (R) nieskończenie 
wiele punktów wielokrotnych. 

Stąd wynika, że wartość Q(,) choć ten sam punkt€, 
zatrzymamy, zmienia się na inna, gdy do tego punktu in- 
ną droga dochodzimy. 


$. 21. Zmiana wartości Q(,)„, ze zwiększającem się kołem (r) 
Zachowanie się na kołach przechodnych przez punkty 
szczególne. 


Trzeba jeszcze, zatrzymując stale obraną drogę s,, zbadać jak się 
zmienia Q (£,)„, kiedy koło (r) zmienia swoją wielkość. 

Przyjmijmy, że poza kołem (R) jest (r,) pierwszem kołem, na 
którem leża nowe punkta szczególne 7,, U,, V, funkeyi fæ) i przy- 

Fig. 5. puśćmy, że ich tu znowu jest tylko trzy. 

We wnętrzu pierścienia (X... r,) bę- 
dzie się wtedy Q (£,)„ na współśrodkowych 
kołach [z kołem (R)|] w ciągły sposób zmie- 
niać. Każda bowiem z całek (7)a, (U)a,, 
(V)e, — przy posuwajacych się w ciągły 
sposób po drogach s, S., s, punktach 7” U’ 
V' (fig. 5) i zmienianiu się według tego owa- 
lów o, 6, c, — będzie się zmieniać w spo- 
sób ciągły, tak iż prawa strona równania 
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(16) jest z tego względu ilościa ciągła. Równanie (15) upoważnia do 
tego samego wniosku. 

Chcąc Q(£,)s, wyznaczyć i zbadać w punktach poza kołem (r,) 
leżących, zatoczmy koło (r) > (r,) (fig. 6) tak, aby i między temi ko- 

Fig. 6. łami i na kole (r) nie było żadnego 

punktu szczególnego funkcyi f(z). 

Przedłużmy w pewny oznaczony 
sposób drogę s, aż do jej przecięcia 
się z kołem (r). Przez to już wszystkie 
drogi przystające do s, sięgną aż do _ 
punktów koła (r). Trzy z tych dróg 
przystających, a mianowicie: Sa Su 8,, 
przechodzi przez punkty szczególne T, 
U, V (na kole (R)), a trzy inne s,, 
i Sa; Sa przez punkty szczególne 7, U, 
V, (na kole (r,)). Pierwsze z nich niech przecinają koło (7) w punktach 
T, U, V', drugie zaś w punktach Ż,, U,, V,. Utwórzmy owale a, 
6, ©, przechódżące przez T”, U”, V’ i owale Ga, Gu, C przechodzące 
przez 7,, U, V, tedy —tworżac tu haprzód związek analogiczny ze 
związkiem (18) i pamiętajae potem na defińicya przeprowadzenia Q(£,)ś,, 
mieć będziemy : 


; d Ti’ 1 u ; 1 U” $ ; 
OË)u= z |. Sedet |./e dzo |. (2) dz (15) 
f gi m" 1 Łk ttt 1 o "m 

+ zai |. Ota h, S" © tgn | S" O, 


jeżeli 7”, U, V T’, U,, V,' tak leżą na kole (r), jak to wskazuje 
fig. 6, albo pisząc krócej: 


Q (6), =zz PoU) Va] +3 NT) 5, HU) 0, +(7,) Ga]. 


W podobny sposób przeniesiemy definicya przeprowadzenia Q (£,) s, i po 
za koło (r), a stąd mamy twierdzenie: 

Przeprowadzenie Q (.)., —nieskończenie wielożhatz- 
ne— wyraża się w punktach każdego koła (r)>(3R) nie 
przechodzącego przez punkty szczególne, tyloma cał 
kami łukowemi (15'), lub tyloma całkami o drogach zam- 
kniętych (16), ile punktów szczególnych wielokrotńych 
funkcyi f (z) = F(t—a, leży we wnętrzu tego koła (r). 

Rozprawy mat.-przyr. T. XXVI. 45 
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Weżmy koło (r) większe od (r,), ale nieskończenie mało różniące 
się od (r,) i zwróćmy naszą uwagę na punkty 7,4, U,, Y,, leżące na 
(r,), oraz na całki (7,),, , (Wa, » (V,)e, . Tedy punkty 7,, U;, V, 

i ł 1 


leża wtedy nieskończenie blisko punktów 7,, U,, V,, a dołączone 


w (16') całki (71), , (U), ; (Ti)a, mogą być albo bez znacze- 


nia, albo skońezone i oznaczone, albo wreszcie nieskończenie 
małe. Przytem nie potrzebuja się te całki wszystkie zachowywać 
równocześnie w jednakowy sposób. 


Stad wnosimy: Kiedy (r) przechodzi poza koło (r,), na 
którem leża punkty szczególne wielokrotne, to Q($,):, 
— gdy obierzemy drogi przystające do drogi niezmien- 
nej s,— może tamże być albo bez znaczenia, albo dalej 
się jeszcze w ciagły sposób zmienia. Jednakże ta cią- 
głość poza kołem (r,) będzie mieć inny charakter 
niż wewnatrz tegoż koła ');—albo nareszcie O (Ę,)., 
przybrać tam może wartość inna, różniaca się w spo- 
sób skończony od wartości tuż poprzedzającej. Za- 
leży to od wartości całek (7,),, , (Ua, » (WA, msialdkkó 


rych owale c: , Gu ,6,, przechodzą przez punkty T 
U, V, nieskończenie bliskie punktów 7,, U, E. 

Ostatniemi twierdzeniami mamy dostatecznie określone i znaczenie 
i zachowanie się przeprowadzenia Q (ż,), , 


Zauważymy przytem, że do obliczenia O (Ey), najlepiej uży- 
wać wzorów (15) i (15). 


Weżmy n. p. pod uwagę funkcya dwuwartościowa 


zy: ; 
—— , n całkowite dodatne, 
a 


V1 
2 rest 


o n punktach szczególnych, wielokrotnych 7,=e , 1=0, 1,...(n—1). 
Połóżmy : 


f (2)= 


') Ta zmienna ciągłości przypomina przypadek równania y=f(«), w którem 
f(x) jest funkcyą jednoznaczną, określającego linią krzywą takiej natury, że jej rzędne 
w pewnym ustępie odcinka œ zmieniają się w sposób ciągły, ale w pewnym punkcie 
© =, tego ustępu posiada krzywa dwie różne ale oznaczone styczne (dziób). 
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1. 3. 5.... 29—1 


z, SW PoE 
246 8 WOTA sin” 3. GR, (17) 


to elementem funkcyi f (æ) w otoczeniu punktu z = O będzie szereg 
potęgowy : 

F(z)=r"[1++u s +u a" u a" .....] 
o kole zbieżności (R) =(1). Wyraz Ko należący do z. $(a) ma tu 
postać: 


SEZ lim [bm -10 1*-peąm, —i „ 3817 4- am —, DM +..... ] 
m = 
1 


i jest dla obranych modułów m = m,n granica szeregów, które już 
przy skończonych m' zatrzymują ostatecznie jednakowa postać (3). 
Na podstawie zwiazku (17) mamy dalej : 


R n a 
Ko = Lagi zj = | (x sin 3): + (x° śni) Boa ] > 
w ira 
k n 2m 
3, 
sach | Aaina) ao Za (18) 
"120 © J sin*S[4—(a*sin3) |] 
lim UE 


gm __ 8in**13$, d3 
a sin* 3 1am sin*":3] " 


0 


Granica ta ma widocznie dla |z| =r < 1 wartość zero, jak być 
powinno. Dla |x| =r > 1 ma ona być wyrażeniem Q (¢, Je» którego 


wartość wyznaczymy za pomocą równania (15). 

Połóżmyż z =re?', r> 1 i załóżmy, że droga s,, przechodząca 
przez punkt wielokrotny szczególny 7, = + 1, przecina koło (r) w ta- 
kim punkcie 7,, że 27, o 7, =V, oraz że na tej drodze otrzymana 
wartość funkeyi f (w) w punkcie 7, ma znak dodatny, to mieć bę- 
dziemy : 

2(5+1)% 


1 n=1 5 W a 

O (Ey), = mA (=) r; OE 
= | V—r" ę"? 

je 

p+ 2(s+1)7 
Tea 

aa D JT Vi—ree"*' 

EED i e 
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Cheae z pierwiastku yi —P e KS rozwinięcie, mające 


TY. 

znaczenie dla r > 1, połóżmy go = tre V1—r% e”*?', W takiem 

2ST 
rozwinięciu da wtedy drugi czynnik —za podstawieniem 9=V + "gr. 
s=0, 1, ... , n—1—zawsze jednę i tę sama wartość: y AF T pa N 
Dostaniemy więc : 

i SA > | 
Wh = — zę 187 VI—r"e"P Y (Ay [ect DE — et]. 
=") 


Połóżmy (—1)'=e"', to ostatecznie okaże się 
9 
(19) O(E, ) = su = V TEAN ,r>1. 


O ($). jest więc na całem kole (r) w ten sposób nieskończenie 
wieloznaczne, że zależy od kąta = 7, o 7, t.j. od punktu T, w któ- 
rym s, przecina koło (r)'). Wartość (19) jęst zarazem wartością gra- 
nicy całki (18) jeźli weźmiemy y= re?', r > 1. 


$. 22. 0 wyrażeniu Q (¢,) dla samego szeregu potęgowego 
B (x = iia A 
Zwróćmy się teraz do obliczenia (2 (Ę,), dla samego szeregu da- 


nego P (xc—ax,). Jego Ko ma kształt: 
Ko = a+ m | am (1—2)" + aam (1—x%)*" + ...] 


Tutaj jest a, = f (v,) pozostałością w punkcie z, funkcyi sza. 


gdzie u = f(x) jest funkcya określona elementem % (2—2,). Utwórzmy 


funkcya v = f (x) — a,, to iloraz — będzie już w punkcie z, skoń- 
czony i oznaczony. W skutek tego będziemy mogli Q, ($,), funkcyi v 


wyznaczyć na każdem kole (r) > (R) i przedstawić takowe całkami, 
rozumując w ten sam sposób, jakeśmy to zrobili w przypadku iloczynu 


1) Droga „, jest drogą przechodzącą nieskończenie blisko nad punktem 75, 
a kończącą się w 7,'. Drogę tę jednak — jak tego teorya funkcyi uczy —zmienić mo- 
żna na nieskończenie wiele innych dróg dających w 7,' tę samą wartość funkcyi. 


www.rcin.org.pl 


O WARTOŚCIACH FUNKCYL ANALITYCZNEJ. 357 
(x—z) P (z —e,). Z drugiej strony otrzymamy z K na Q (%6, M dane- 
go szeregu wartość 


Qt, ), = a, + przeprowadzenie wyrazu lim [a„(c—2,)” +...|], 
m=QGQ 


czyli 
Q Éy), = 4, F Q, (Éy); 


Otrzymamy więc ostatecznie: 


£ PO Z 0 S > ZE 
O(E = ZE akań APA ZSTKI 
p 1, aT za j 1— z, tr mt | 1—g, >+ mt = AZ (20) 
albo 
R 1 1 Ara 
Q (E), 7% uar 7 la, t za (U ls, + pac Je, » (21) 


gdzie (r) > (R) 
v, v”, v'" sato wartości funkcyi v otrzymane po drogach przystających 


dos, na łukach T U, U V, V'T", zaś[ T']ę , [ U]a,. «« sa to całki 


0, 


funkcyi 3 


v , ! 
obliczone po owalach c, ,.... 
— 
b 


Lecz równanie (20) można także napisać w sposób następujący : 


| AYO „087 ME 00 dy WĄŻ oj OB 
26, ) = a, + zę: | Aa * Za | i, 


2T | 1—2, 
T' Ù u! 
s Z a, 
| mi | r E 
sea 
a że całka zamknięta 
EF a, 
za ga 0% 
zy 
przeto mamy ostatecznie : 
ą 4 sf w u T iii 
20) 0 z Eia fbi = - de. 
(209 (5, „= AE —% la Art >. PA Źmt) 1—1, F 
G FE 
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Przeciwnie w wywi 


(21) OĘ, ). P =. i let [U]; + Zm [F], 


zl 


; ; A v 
odnoszą się całki do ilorazu s 


Jeżeli wewnatrz koła (r) istnieja punkty szczególne wielokrotne 
T, U, V na kole (R), tudzież 7,, U,, V, na kole (r) > (R), a przy 
użyciu dróg przystajacych do s, odpowiadaja im na (r) punkty (7”, U, V’), 
(Ti, Ui, V,) w takiem ułożeniu jak wskazuje fig. 6, to mamy: 


T i ge. De Fg | TĘ T 
(209) 2i. QG, ) są =E do | + | + | 4 + | 
Tı 4 E U: a y U: 
albo 
> 1 
(21) OĘ,), = a, + —( [7]a, H[U]a, +A Hda + Uric, + 
2m $ u y ti u, 
PH V, loy}; 


W pierwszem równaniu posiada u, w drugiem v, na łukach ca- 
łek wartosci, otrzymane na tych łukach przeprowadzeniem tych funkcyj 
z punktu x, po drogach przystających do s.. Kiedy wprowadzamy 
funkcyę v, to obojętnem jest, czy owale c, „,..... obejmuja w sobie 
punkt z,, czy nie. 


Aby pokazać rzecz choćby na najprostszym przykładzie, weźmy 
funkcya u=f(r)= = o jednym punkcie szczególnym 7'=1. Jej 
[1-4 
elementem w otoczeniu punktu r=0 jest 


P (z) E U, © FU ak yt 
gdzie u, mają znaczenie określone DĄ (18). Do szeregu $P (x) 
należy : 


Ry= lm [lata + tA g ] 
m= QQ 
TEE. T d3 
EE 5 | 1—s%6in** a 


Dla |x| < 1, ma ta granica wartość =1, jak być powinno; zaś 
dla |x| > 1 ma ona dać przeprowadzenie Q(£,),. Aby więc Q($,), 


obliczyć , tworzymy 
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a wtedy mamy: 

1 1 

O GER | A] dz. 
J | 


2m 

Kładac s =1 + he”, gdzie h=TT — (fig. 7)— mamy w owalu 

Fig. 7. c, koło, którego środek leży 

w punkcie T i które przechodzi 

przez punkt 7' przecięcia się 

drogi s, z kołem (r). Połóżmy 

dalej Z MTT’ = V, to mieć 
będziemy : 


p+r 


RA he?' dot 
j TER 


Gdy k< 1, to druga całka ma wartość zera, albowiem c, nie 
obejmuje wtedy punktu z, = 0. 
Mamy więc wtedy: 


ry AK N 
O(6,), ==1 A | arc tg( — h r are tg h e "b 
a T 
ostatecznie zaś 


(22) SE) =T= a are tg Via. 


Lecz wiemy z poprzedniej teoryi, że w takich obliczeniach obo- 
jętna jest rzeczą, czy owal c, obejmuje punkt «,=0O, czy też nie. Dla 
tego wypadek (22) ma ważność i w przypadku h > 1. Widzimy przy- 
tem, że — kładąc—2 = 1 + het— granica 


> 
Ph d3 2 
zx, ZE ZB (4 |) ża (ŻĘ i 
ż Jim | PPE E AES z are tg Vhet | 


o 
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8.23. Wzmianka o największej bezwzględnej wartości funkcyi 
na okręgu koła (r) > (R). 


P (1—2z,) 


Utwórzmy wreszcie iloraz —+. a do niego należace wyra- 
(c— z)” ” : 


żenie Q (É, ) oznaczmy przez Q(£,),,.,, tedy to ostatnie wyrażenie 
zupełnie analogicznie przedstawić można całkami tak, jak Q(£,), sa- 
mego szeregu. A jeżli największa z bezwzględnych wartości [f(x)|, 
[/'(2)], [f (2) ] funkeyi f (x) na łukach 7” U,U'V' V' U' jest g, to 
mamy 
[O(Ę, )v, ye | <S. 
W razie r < R dostajemy tutaj 


[a,]r" <I, 
a więc zwiazek znany z teoryi szeregów potęgowych. 
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ROZDZIAŁ IL 


Część pierwsza. Funkcye jednoznaczne. 


O szeregu wydzielonym mod. m=« iloczynu (x—z,) f (c—e,). Wpro- 
wadzenie całek zamkniętych : 

Zmiana wartości wyrażenia Q (ķ„ ) ze zwiększającem się ka (r). Nowe 
określenie pozostałości w kole (r) 

Badanie ogólniejszej formy iloczynu (z—z,) X (c—z,) 

Badania samego szeregu (æ z,) : : 

O największej bezwzględnej wartości funkcyi na ókrdesch spółórodko- 
wych z kołem zbieżności danego jej elementu 


Część druga. Funkcye wieloznaczne. 


Określenie wyrażeń A, Q(,) iloczynu (z æ) P(z—2,) 

W prowadzenie całek krzywodrożnych 

Wieloznaczność wyrażenia Q (5, ) ; : 
Zmiana wartości Q Ee ze zwiększającem się pea (r). Zachowanie 


się na kołach AGO przez punkty szczególne 
O wyrażeniu Q (5, ),, dla samego szeregu potęgowego 


Wzmianka o największej bezwzględnej wartości funkcyi na okręgu 
(r) > (R) 


BPA EE 
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